
 

 

บทที่ 4 

อนุกรมฟูเรียรที่ตอเนื่องทางเวลา 

 
 
บทที่ 2 ไดแสดงใหเห็นวาระบบ LTI ที่ตอเนื่องทางเวลาจะถูกกําหนดไดอยางสมบูรณดวยผลตอบสนอง 
อิมพัลสหนึ่งหนวย โดยที่สัญญาณเอาตพุตสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมเชิงเสนของสัญญาณ
ผลตอบสนองอิมพัลสที่ถูกเลื่อนเวลาและถูกถวงน้ําหนักดวยสัญญาณอินพุต โดยอาศัยการทําคอนโวลูชันตาม
สมการ (2.11) นอกจากนี้สัญญาณใดๆ สามารถถูกแทนดวยผลรวมเชิงเสนของ “สัญญาณพื้นฐาน (basic 
signal)” ซ่ึงโดยทั่วไปเปนสัญญาณคลื่นรูปไซน (sinusoidal wave) หรือสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอน (complex 
exponential)  

การแทนสัญญาณใหอยูในรูปของผลรวมเชิงเสนของสัญญาณคลื่นรูปไซนหรือสัญญาณเลขชี้กําลัง
เชิงซอนไดนําไปสูแนวคิดทางดานโดเมนความถี่ (frequency domain) กลาวคือสัญญาณตนฉบับที่เปนฟงกชัน
ของเวลาจะถูกจัดรูปใหมใหเปนฟงกชันของความถี่ โดยที่การแสดงสัญญาณในโดเมนความถี่มีประโยชนมาก
สําหรับการออกแบบและการวิเคราะหระบบ นอกจากนี้ยังชวยทําใหการแกไขปญหาทางคณิตศาสตรตางๆ  
งายขึ้น เชน การแกสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential equation) และสมการเชิงอนุพันธยอย 
(partial differential equation) เปนตน 

ในบทนี้จะอธิบายการแทนสัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลาใหอยูในรูปของผลรวมเชิงเสนของ
สัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนที่ตอเนื่องทางเวลา ซ่ึงวิธีการนี้เรียกกันวา “อนุกรมฟูเรียร (Fourier series)” [3, 4]  

4.1 ฟงกชันลักษณะเฉพาะของระบบ LTI ที่ตอเนื่องทางเวลา 
สัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนมีประโยชนมากสําหรับการวิเคราะหระบบ LTI ที่ตอเนื่องทางเวลา เพราะวา
สัญญาณเอาตพุตหรือผลตอบสนองของระบบตอสัญญาณอินพุตที่เปนสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนจะมีคา
เทากับสัญญาณอินพุตเดิม แตอาจมีแอมพลิจูดของสัญญาณเปลี่ยนไปก็ได ดังแสดงตอไปนี้ 
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 พิจารณาระบบ LTI ที่ตอเนื่องทางเวลาที่มีผลตอบสนองอิมพัลสคือ ( )h t  ถากําหนดใหสัญญาณ
อินพุต ( ) stx t e=  เปนสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอน ดังนั้นสัญญาณเอาตพุต ( )y t  ของระบบหาไดจาก 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x t h t x t h x t dτ τ τ
∞

−∞

⎡ ⎤= = ∗ = −⎣ ⎦ ∫T  

           ( ) ( )s th e dττ τ
∞

−

−∞

= ∫  

           ( )st se h e dττ τ
∞

−

−∞

= ∫  ( )ste H s=          (4.1) 

เมื่อ ( )H s  เปนคาคงตัวเชิงซอนที่ขึ้นกับตัวแปร s  ซ่ึงมีคาเทากับ 

             ( ) ( ) sH s h e dττ τ
∞

−

−∞

= ∫         (4.2) 

สมการ (4.1) สามารถเขียนเปนสัญลักษณไดคือ 

           ( ) ( )st sty t e e H s⎡ ⎤= =⎣ ⎦T         (4.3) 

ซ่ึงหมายความวาเมื่อปอนสัญญาณอินพุต ste  เขาไปในระบบ LTI จะไดสัญญาณเอาตพุตเปน ( )ste H s   
โดยทั่วไปจะเรียกสัญญาณอินพุตที่ทําใหสัญญาณเอาตพุตมีคาเทากับคาคงตัวคูณกับสัญญาณอินพุต

นั้นวา “ฟงกชันลักษณะเฉพาะ (eigenfunction)” และเรียกคาคงตัวนั้นวา “คาลักษณะเฉพาะ (eigenvalue)” 
ดังนั้นจากสมการ (4.1) จะไดวาฟงกชันลักษณะเฉพาะคือ ste  และคาลักษณะเฉพาะคือ ( )H s  นอกจากนี้ 
ถากําหนดใหสัญญาณอินพุตของระบบ LTI มีคาเทากับผลรวมเชิงเสนของสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนคือ 

        ( ) 1 2
1 2

1

k n

n
s t s ts t s t

k n
k

x t a e a e a e a e
=

= = + + +∑ …       (4.4) 

สัญญาณเอาตพุตของระบบก็สามารถหาไดจาก 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

1

k n

n
s t s ts t s t

k k n n
k

y t a H s e a H s e a H s e a H s e
=

= = + + +∑ …      (4.5) 

ดังนั้นสรุปไดวาสําหรับระบบ LTI ที่ตอเนื่องทางเวลา ถาสัญญาณอินพุตของระบบคือผลรวมเชิงเสนของ
สัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอน จะไดวาสัญญาณเอาตพุตของระบบจะอยูในรูปของผลรวมเชิงเสนของสัญญาณ
เลขชี้กําลังเชิงซอนที่มีแอมพลิจูดเปลี่ยนไปตามสมการ (4.5) 
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ตัวอยางที่ 4.1   พิจารณาระบบ LTI ที่มีผลตอบสนองอิมพัลสคือ ( ) ( )2h t tδ= −  จงหาสัญญาณเอาตพุตของ
ระบบเมื่อสัญญาณอินพุตคือ ( ) ( ) ( )cos 2 cos 5x t t t= −  

วิธีทํา  สัญญาณเอาตพุตของระบบหาไดจาก 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )cos 2 cos 5 2y t x h t d t dτ τ τ τ τ δ τ τ
∞ ∞

−∞ −∞

= − = − − −∫ ∫ ( )( ) ( )( )cos 2 2 cos 5 2t t= − − −  

หรือสามารถหาสัญญาณเอาตพุตไดจากสมการ (4.3) ดังนี้ เนื่องจากสัญญาณอินพุต ( )x t  สามารถจัดใหอยู 
ในรูปของสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนโดยอาศัยความสัมพันธออยเลอร (Euler’s relation) คือ 

( ) ( ) ( ) 2 2 5 51 1 1 1cos 2 cos 5
2 2 2 2

j t j t j t j tx t t t e e e e− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ดังนั้นสัญญาณเอาตพุตสามารถหาไดจากสมการ (4.5) โดยที่ ( ) 2sH s e−=  นั่นคือ 

( ) ( )
1

k

n
s t

k k
k

y t a H s e
=

=∑ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 5 51 1 1 12 2 5 5
2 2 2 2

j t j t j t j tH j e H j e H j e H j e− −= + − − − −  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 5 2 52 2 5 51 1 1 1
2 2 2 2

j j j jj t j t j t j te e e e e e e e− − − − − −− −= + − −  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 5 2 5 21 1 1 1
2 2 2 2

j t j t j t j te e e e− − − − − −= + − −  

   ( )( ) ( )( )cos 2 2 cos 5 2t t= − − −  

 

ตัวอยางที่ 4.2   สัญญาณ ( )m tψ  และ ( )k tψ  จะถูกเรียกวาเปนสัญญาณที่ตั้งฉากกัน (orthogonal) ในชวงเวลา 
a ถึง b ก็ตอเมื่อสัญญาณทั้งสองนี้สอดคลองกับเงื่อนไขตอไปนี้ 

         ( ) ( ) 0,
,

b

m k
a

m k
t t dt

m k
ψ ψ

α
∗ ≠⎧

= ⎨ =⎩
∫        (4.6) 

เมื่อ ( )tψ ∗  คือสังยุคเชิงซอนของสัญญาณ ( )tψ  และ 0α ≠  จงพิสูจนวาสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอน 

{ }0jk te ω  เมื่อ 0, 1, 2,k = ± ± …  แตละสัญญาณเปนสัญญาณที่ตั้งฉากซึ่งกันและกันภายในชวงคาบเวลา 

0 02 /T π ω=  

วิธีทํา    สําหรับเวลา 0t  ใดๆ จะไดวา 
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( ){ }
0 0

0 0 0 0 00 0 0 0

0
0 0 0

1 1t T
t T jm t Tjm t jm t jm t

t
t

e dt e e e
jm jm

ωω ω ω

ω ω

+
+ += = −∫  

  { }0 0 2

0

1 1 0jm t jme e
jm

ω π

ω
= − = ,   0m ≠       (4.7) 

เพราะวา 2 1jme π =  สําหรับ 0m =  จะไดวา 0

0
1jm t

m
e ω

=
=  และ 

           
0 0 0 0

0

0 0

0

t T t T
jm t

t t

e dt dt Tω
+ +

= =∫ ∫ ,   0m =         (4.8) 

ดังนั้นจากสมการ (4.7) และ (4.8) สรุปไดวา 

      ( ) ( )
0 0 0 0

00 0

0 0 0

0,
,

t T t T
j m k tjm t jk t

t t

m k
e e dt e dt

T m k
ωω ω

+ +
∗ − ≠⎧

= = ⎨ =⎩
∫ ∫      (4.9) 

ซ่ึงหมายความวาสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนแตละสัญญาณเปนสัญญาณที่ตั้งฉากซึ่งกันและกันภายในชวง
คาบเวลา 0T  

4.2 อนุกรมฟูเรียรของสัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา 
อนุกรมฟูเรียรที่ตอเนื่องทางเวลา (CtFS: continuous-time Fourier series) เปนเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่ใช 
ในการแปลงสัญญาณในโดเมนเวลา (หรือสัญญาณที่เปนฟงกชันของเวลา) ใหอยูในรูปของสัญญาณในโดเมน
ความถี่ (หรือสัญญาณที่เปนฟงกชันของความถี่) โดยท่ีการแสดงสัญญาณในโดเมนความถี่จะชวยทําให 
การวิเคราะหสัญญาณและระบบมีความงายขึ้น 

4.2.1 สัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา 
สัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา (continuous-time periodic signal) คือสัญญาณที่ตอเนื่องทางเวลาซึ่งสามารถ
หาคาบเวลา T  (ที่เปนคาบวก) ที่ทําให 

    ( ) ( )x t x t mT= +                                                              (4.10) 

สําหรับทุกคา t  เมื่อ m  เปนเลขจํานวนเต็ม โดยคา T  ที่นอยสุดที่ยังคงทําใหสมการ (4.10) เปนจริงจะเรียกวา 
“คาบมูลฐาน (fundamental period)” และ 0 2 / 2T fω π π= =  คือความถ่ีเชิงมุมมูลฐานมีหนวยเปนเรเดียน 
ตอวินาที (radian per second) เมื่อ 1/f T=  คือความถี่มีหนวยเปนเฮิรตซ (Hz: hertz) 
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นอกจากนี้สัญญาณคาบที่พบเห็นทัว่ไปจะอยูในรูปของสญัญาณโคไซน 

     ( ) ( )0cosx t tω=        (4.11) 

หรือสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอน 

          ( ) 0j tx t e ω=        (4.12) 

เมื่อสัญญาณทั้งสองนี้เปนสัญญาณคาบที่มีคาบมูลฐานคือ 02 /T π ω=  ในทางปฏิบัติสัญญาณที่อยูในรูปของ 

   0( ) jk t
k t e ωψ = ,   0, 1, 2,k = ± ± …      (4.13) 

ถือวาเปนสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนที่มีความสัมพันธกันทางฮารมอนิก (harmonic) กลาวคือสัญญาณใน
สมการ (4.13) แตละสัญญาณจะมีความถี่เชิงมุมเปนพหุคูณ (multiple) ของความถี่เชิงมุมมูลฐาน 0k kω ω=  

4.2.2 อนกุรมฟูเรียรในรูปของเลขชี้กําลังเชิงซอน 
สัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา ( )x t  สามารถแสดงใหอยูในรูปของอนุกรมฟูเรียรในรูปของเลขชี้กําลัง
เชิงซอนไดคือ  

    ( ) 0( ) jk t
k k k

k k
x t a t a e ωψ

∞ ∞

=−∞ =−∞

= =∑ ∑      (4.14) 

เมื่อ ka  คือสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร (Fourier series coefficients) หรือสัมประสิทธิ์สเปกตรัม (spectral 
coefficients) ของสัญญาณคาบ ( )x t  ซ่ึงหาไดจาก  

            ( ) 0
1 jk t

k T
a x t e dt

T
ω−= ∫       (4.15) 

เมื่อ 
T∫ คือการหาปริพันธภายในหนึ่งคาบเวลา โดยท่ัวไปคา ka  จะใชเปนตัววัดสัดสวนของสัญญาณ ( )x t  

ในแตละฮารมอนิกหรือความถี่ และคา 0a  คือองคประกอบไฟฟากระแสตรง (d.c. component) ของสัญญาณ 
( )x t  ซ่ึงหาไดจากการแทนคา 0k =  ลงในสมการ (4.15) นั่นคือ 

   ( )0
1

T
a x t dt

T
= ∫       (4.16) 

โดยทั่วไปสมการ (4.14) เรียกวา “สมการสังเคราะห (synthesis equation)” และสมการ (4.15) เรียกวา “สมการ
วิเคราะห (analysis equation)”   
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 สัญญาณในสมการ (4.14) เปนสัญญาณคาบที่มีคาบเวลาเทากับ T  โดยที่องคประกอบของสัญญาณ 
เมื่อ 1k = ±  ถือวาเปนองคประกอบฮารมอนิกอันดับหนึ่ง (first harmonic) หรือองคประกอบมูลฐานและ
องคประกอบของสัญญาณเมื่อ k N= ±  ถือวาเปนองคประกอบฮารมอนิกอันดับ N  เมื่อ 2N ≥  เปนเลข
จํานวนเต็ม ดังนั้นการแทนสัญญาณคาบ ( )x t  ดวยผลรวมเชิงเสนของสัญญาณเลขชี้กําลังเชิงซอนที่ตอเนื่อง
ทางเวลาตามสมการ (4.14) จะเรียกวาอนุกรมฟูเรียรที่ตอเนื่องทางเวลา (CtFS) 
 ในกรณีที่สัญญาณคาบ ( )x t  เปนฟงกชันคาจริง นั่นคือ ( ) ( )x t x t∗=  ดังนั้นสมการ (4.14) สามารถ
จัดรูปไดเปน 

      ( ) ( ) 0 0jk t jk t
k k

k k

x t x t a e a eω ω
∗∞ ∞

−∗ ∗

=−∞ =−∞

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑     (4.17) 

แทนคา k k= −  จะได 

( ) 0jk t
k

k
x t a e ω

∞
∗
−

=−∞

= ∑       (4.18) 

เปรียบเทียบสมการ (4.14) และ (4.18) จะไดวา 

         k ka a∗
− =        (4.19) 

 

ตัวอยางที่ 4.3   จงพิสูจนวาสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร ka  ในสมการ (4.15) หาไดจากสมการ (4.14) 

วิธีทํา สัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร ka  หาไดจากการคูณทั้งสองขางของสมการ (4.14) ดวย 0jn te ω−  จะได  

   ( ) 0 0 0jn t jk t jn t
k

k

x t e a e eω ω ω
∞

− −

=−∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑      (4.20) 

จากนั้นทาํการหาคาปริพันธของสมการ (4.20) จากเวลาที่ 0t =  ถึง 02 /t T π ω= =  นั่นคือ 

                                 ( ) 0 0 0

0 0

T T
jn t jk t jn t

k
k

x t e dt a e e dtω ω ω
∞

− −

=−∞

= ∑∫ ∫  ( ) 0

0

T
j k n t

k
k

a e dtω
∞

−

=−∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∫    (4.21) 

จากสมการ (4.9) จะไดวา 

          ( ) 0

0

,
0,

T
j k n t T k n

e dt
k n

ω− =⎧
= ⎨ ≠⎩

∫      (4.22) 

ดังนั้นสมการ (4.21) สามารถลดรูปไดเปน 
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( ) ( )0 0

0

1 1T
jn t jn t

n T
a x t e dt x t e dt

T T
ω ω− −= =∫ ∫  

ซ่ึงตรงกับสมการ (4.15) ตามตองการ 

4.2.3 อนกุรมฟูเรียรในรูปของฮารมอนกิ 
ในกรณีที่สัญญาณคาบ ( )x t  เปนฟงกชันคาจริง อนุกรมฟูเรียรเลขชี้กําลังเชิงซอนในสมการ (4.14) สามารถ 
จัดใหอยูในรูปแบบใหมไดคือ 

 ( ) { }0 0
0

1

jk t jk t
k k

k

x t a a e a eω ω
∞

−
−

=

= + +∑      (4.23) 

เมื่อ 0a  หาไดจากสมการ (4.16) แทนคา k ka a∗
− =  ตามสมการ (4.19) ลงในสมการ (4.23) จะได 

                                   ( ) { }0 0
0

1

jk t jk t
k k

k

x t a a e a eω ω
∞

∗

=

= + +∑  0
0

1
2 Re jk t

k
k

a a e ω
∞

=

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∑    (4.24) 

ดังนั้นถาจัดคา ka  ใหอยูในรูปแบบเชิงขั้ว (polar form) นั่นคือ  

         kj
k ka A e θ=       (4.25) 

แทนคา ka  จากสมการ (4.25) ลงในสมการ (4.24) จะไดอนกุรมฟูเรียรในรูปของฮารมอนิกคือ 

                                ( ) ( )0
0

1
2 Re kj k t

k
k

x t a A e ω θ
∞

+

=

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∑ ( )0 0
1

2 cosk k
k

a A k tω θ
∞

=

= + +∑     (4.26) 

โดยที่พจน ( )02 cosk kA k tω θ+  คือองคประกอบฮารมอนิกอันดับ k , kA  คือแอมพลิจูดของฮารมอนิก 
(harmonic amplitude), และ kθ  เรียกวามุมเฟส (phase angle) 

4.2.4 อนกุรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมติิ 
อนุกรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติสามารถหาไดโดยการจัดคา ka  ในสมการ (4.25) ใหอยูในรูปแบบเชิง 
ตั้งฉาก (rectangular form) นั่นคือ 

       k k ka B jC= +       (4.27) 

เมื่อ ( )cosk k kB A θ=  และ ( )sink k kC A θ=  เปนคาจริง แทนคา ka  จากสมการ (4.27) ลงในสมการ (4.24) 
จะไดอนุกรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติคือ 
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( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
1
2 Re cos sink k

k

x t a B jC k t j k tω ω
∞

=

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦∑  

  ( ) ( )0 0 0
1

2 cos sink k
k

a B k t C k tω ω
∞

=

= + −⎡ ⎤⎣ ⎦∑      (4.28) 

เนื่องจาก ( ) ( )cos sinje jθ θ θ= +  
อนุกรมฟูเรียรในรูปของฮารมอนิกและอนุกรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติมีความสัมพันธกันโดย 

เมื่อทําการเปรียบเทียบคา ka  ในสมการ (4.25) และ (4.27) จะไดวา  

           2 2
k k kA B C= +    และ   1tan k

k
k

C
B

θ − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (4.29) 

นอกจากนี้อนกุรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติยังมีความสัมพันธกับอนุกรมฟูเรียรในรูปของเลขชี้กําลังเชิงซอน 
กลาวคือจากสมการ (4.23) โดยอาศัยความสัมพันธออยเลอรจะได 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }0 0 0 0 0
1

cos sin cos sink k
k

x t a a k t j k t a k t j k tω ω ω ω
∞

−
=

= + + + −∑  

             ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0
1

cos sink k k k
k

a a a k t j a a k tω ω
∞

− −
=

= + + + −∑     (4.30) 

เปรียบเทียบสมการ (4.28) และ (4.30) จะไดวา  

           k k kB a a−= +    และ   ( )k k kC j a a−= − −       (4.31) 

4.2.4.1 ฟงกชันคูและฟงกชันคี่ 
ในกรณีที่สัญญาณคาบ ( )x t  เปนฟงกชันคาจริงและเปนฟงกชันคู (even function) ดังนั้นจากสมการ (4.28)  
จะไดวา 0kC =  และอนุกรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติสามารถลดรูปไดเปน 

       ( ) ( )0 0
1

2 cosk
k

x t a B k tω
∞

=

= + ∑      (4.32) 

เชนเดียวกันถา ( )x t  เปนฟงกชันคาจริงและเปนฟงกชันคี่ (odd function) ดังนั้นจากสมการ (4.28) จะไดวา 
0kB =  และอนุกรมฟูเรียรในรูปของตรีโกณมิติสามารถลดรูปไดเปน 

         ( ) ( )0
1

2 sink
k

x t C k tω
∞

=

= − ∑      (4.33) 
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จากที่กลาวมาขางตนจะเห็นไดวาอนุกรมฟูเรียรของสัญญาณคาบที่เปนฟงกชันคาจริงสามารถเขียน 
ใหอยูในรูปแบบตางๆ ไดตามสมการ (4.14), (4.26), หรือ (4.28) ดังนั้นการตัดสินใจวาจะนําอนุกรมฟูเรียร
รูปแบบใดมาใชงานจึงขึ้นอยูกับลักษณะของงานประยุกตแตละประเภท 

4.2.5 ตัวอยางการหาอนุกรมฟูเรียรท่ีตอเนื่องทางเวลา 
จากสมการ (4.14) และ (4.15) ทําใหทราบวาสัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา ( )x t  ใดๆ สามารถที่จะถูก
กําหนดไดใน 2 โดเมนคือ  

 โดเมนเวลา (time domain) ซ่ึงสัญญาณคาบ ( )x t  จะแสดงอยูในรูปฟงกชันของเวลาตามสมการ (4.14) 

 โดเมนความถี่ (frequency domain) ซ่ึงจะถูกกําหนดดวยองคประกอบของความถี่ตางๆ ผานทางคา
สัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียรตามสมการ (4.15) 

ดังนั้นถาทราบสัญญาณคาบ ( )x t  ก็สามารถหาสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียรไดตามสมการ (4.15) ในทางกลับกัน
ถาทราบสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียรก็สามารถหาสัญญาณคาบ ( )x t  ไดตามสมการ (4.14) ในสวนตอไปนี้ 
จะแสดงตัวอยางการหาอนุกรมฟูเรียรของสัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา 
 

ตัวอยางที่ 4.4   พิจารณาสัญญาณคาบที่ตอเนื่องทางเวลา  

( ) ( ) ( )1 sin 2 3cos 2 cos 4
2

x t t t t ππ π π⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      

ที่มีคาบเวลา 1T =  จงหาสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียรของสัญญาณคาบนี้ 

วิธีทํา อาศัยความสัมพันธของออยเลอรจะไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 4 / 2 4 / 21 3 11
2 2 2

j t j t j t j t j t j j t jx t e e e e e e
j

π π π π π π π π− − + − −= + − + + + +  

   
2 2 / 2 4 / 2 43 1 3 1 1 11

2 2 2 2 2 2
j t j t j j t j j te e e e e e

j j
π π π π π π− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   0 0 0 02 2/ 2 / 23 1 3 1 1 11
2 2 2 2 2 2

j t j t j t j tj je e e e e e
j j

ω ω ω ωπ π− −−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

เมื่อ 0 2ω π=  เรเดียนตอวินาที เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดกับสมการ (4.14) จะพบวาสัญญาณคาบ ( )x t  มีคา
สัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียรคือ 



สัญญาณและร ะบบ
 

4-10 

k

{ }Re ka

k

{ }Im kaka ka

k

ka
10 / 2

k

ka∠
/ 2π

/ 2π−

ka ka

 
ภาพที่ 4.1 คาสวนจรงิ, คาสวนจินตภาพ, ขนาด, และมุมเฟส ของสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร 

0 1a =     ⇒ 0 1a =     และ   0 0a∠ =  

1
3 1 3 1
2 2 2 2

a j
j

= + = −   ⇒ 1
10
2

a =  และ   1
1

1tan 0.3217
3

a − −⎛ ⎞∠ = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
3 1 3 1
2 2 2 2

a j
j− = − = +  ⇒ 1

10
2

a− =  และ   1
1

1tan 0.3217
3

a −
−

⎛ ⎞∠ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2
2

1 1
2 2

j
a e j

π

= =   ⇒ 2
1
2

a =  และ   2 1.5708
2

a π
∠ = =  

2
2

1 1
2 2

j
a e j

π
−

− = = −   ⇒ 2
1
2

a− =  และ   2 1.5708
2

a π
−∠ = − = −  

และ 0ka =  สําหรับ 2k >  ภาพที่ 4.1 แสดงคาสวนจริง (real part), คาสวนจินตภาพ (imaginary part),  
ขนาด (magnitude), และมุมเฟส (phase) ของสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร จะเห็นไดวารูปกราฟในภาพที่ 4.1 (ค) 
และ 4.1 (ง) มีลักษณะเปนเสน ดังนั้นโดยทั่วไปจึงเรียกรูปกราฟที่แสดงคาขนาดและมุมเฟสของสัมประสิทธิ์
อนุกรมฟูเรียรนี้วา “สเปกตรัมแบบเสน (line spectrum)” 

หมายเหตุ   โดยทั่วไปสัมประสิทธิ์อนุกรมฟูเรียร ka  บงบอกถึงองคประกอบของสัญญาณคาบ ( )x t  ในแตละ
ความถี่ เชน 0a  อยูในความถี่เชิงมุมคาศูนย และ ka  อยูในความถี่เชิงมุม 0k kω ω=  ดังนั้นจากภาพที่ 4.1 คา k  

ในเสนแกน x  นอกจากจะหมายถึงลําดับของ ka  แลว ยังหมายถึงความถี่เชิงมุมที่ 0k kω ω=  ดวย  




