
 

 

บทที่ 10 

การแปลงซ ี
 
 
 
ในบทที่ 9 ไดแสดงใหเห็นวาการแปลงลาปลาซเปนสวนขยาย (extension) ของการแปลงฟูเรียรที่ตอเนื่องทาง
เวลา (CtFT) ซ่ึงใชในการแทนสัญญาณไมเปนคาบที่ตอเนื่องทางเวลาที่ไมสามารถหาผลการแปลงฟูเรียร 
ที่ตอเนื่องทางเวลาได ในทํานองเดียวกัน “การแปลงซี (Z transform)” ก็มีลักษณะคลายกับการแปลงลาปลาซ 
เพียงแตจะใชกับสัญญาณไมเปนคาบที่ไมตอเนื่องทางเวลา (discrete-time aperiodic signal) เทานั้น  

ในบทนี้จะแสดงใหเห็นวาการแปลงซีเปนสวนขยายของการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลา (DtFT) 
โดยสามารถนํามาใชวิเคราะหสัญญาณที่ไมสามารถหาการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลาได เพราะฉะนั้น
การแปลงซีจึงมีประโยชนมากสําหรับการวิเคราะหสัญญาณและระบบ เชน ใชหาผลตอบสนองอิมพัลสของ
ระบบเชิงเสนที่ไมแปรเปลี่ยนตามเวลา (ระบบ LTI), ใชพิจารณาความเสถียรของระบบ LTI, และใชวิเคราะห
พฤติกรรมของระบบปอนกลับ (feedback system) เปนตน 

10.1 การแปลงซี 
การแปลงซีของสัญญาณที่ไมตอเนื่องทางเวลา [ ]x n  นิยามโดย 

( ) [ ] n
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X z x n z

∞
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=−∞
∑�       (10.1) 

โดยที่ z  คือตัวแปรเชิงซอน และเพื่อใหสะดวกตอการอธิบายการแปลงซีจะใชสัญลักษณ 

                ( ) [ ]{ }X z x n= Z       (10.2) 

และ 
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  [ ] ( ){ }1x n X z−= Z       (10.3) 

เมื่อ [ ]⋅Z  คือสัญลักษณการแปลงซี และ [ ]1− ⋅Z  คือสัญลักษณการแปลงซีผกผันซึ่งจะอธิบายในหัวขอที่ 10.3 
นอกจากนี้จะใชสัญลักษณ  

   [ ] ( )x n X z←⎯→Z        (10.4) 

แสดงความสัมพันธของคูการแปลงซีระหวาง [ ]x n  และ ( )X z   
เนื่องจาก z  เปนตัวแปรเชิงซอน จึงสามารถเขียนตัวแปร z  ในรูปแบบเชิงขั้ว (polar form) ไดคือ 

           jz re ω=        (10.5) 

เมื่อ r  คือขนาด (magnitude) ของ z  และ ω  คือมุมเฟส (phase) ของ z  การแปลงซีในสมการ (10.1) จะมี
ความสัมพันธกับการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลาดังนี้ 

   ( ) ( ) [ ]( ) [ ]{ } [ ]{ }j

nj j n j n n
z re

n n
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∞ ∞− − − −

=
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= = = =∑ ∑ F    (10.6) 

นั่นคือการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  มีคาเทากับการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลา (DtFT) ของสัญญาณ 

[ ]x n  หลังจากการคูณดวยสัญญาณเลขชี้กําลังจํานวนจริง nr−  สําหรับในกรณีที่ 1r =  หรือ 1z =  การแปลงซี
จะมีคาเทากับการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลา นั่นคือสมการ (10.6) สามารถลดรูปไดเปน 

    ( ) ( ) [ ]{ }j
j

z e
X z X e x nω

ω
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= =F      (10.7) 

จากที่กลาวมาขางตนพบวาการแปลงซีมีความสัมพันธกับการแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลา
คอนขางมาก เชนเดียวกับความสัมพันธระหวางการแปลงลาปลาซและการแปลงฟูเรียรที่ตอเนื่องทางเวลา 
กลาวคือการแปลงลาปลาซมีคาเทากับการแปลงฟูเรียรที่ตอเนื่องทางเวลาบนแกนจินตภาพ (นั่นคือ เมื่อตัวแปร
เชิงซอน s jσ ω= +  มีคาจริงเปนคาศูนย หรือ 0σ = ) ในขณะที่การแปลงซีมีความสัมพันธมีคาเทากับ 
การแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลาบนเสนรอบขอบ (contour) ที่มีรัศมีเทากับคาหนึ่งบนระนาบ z  โดยที่
วงกลมนี้จะเรียกวา “วงกลมหนึ่งหนวย (unit circle)” ตามภาพที่ 10.1 ซ่ึงมีบทบาทมากสําหรับการวิเคราะห
สัญญาณและระบบโดยใชการแปลงซี 
 จากสมการ (10.6) การลูเขา (convergence) ของการแปลงซีจะเกิดขึ้นเมื่อพจน [ ] nx n r−  มีคาลูเขา 
ดังนั้นการลูเขาของการแปลงซีของลําดับขอมูล [ ]x n  จะเกิดขึ้นสําหรับชวงของคา r  ซ่ึงในทางปฏิบัติจะเรียก
ชวงของคา r  ที่ทําใหการแปลงซีของ [ ]x n  มีคาลูเขาวา “บริเวณการลูเขา (ROC: region of convergence)” 
โดยที่ถา ROC ของ ( )X z  ครอบคลุมบริเวณของวงกลมหนึ่งหนวยแลว การแปลงฟูเรียรที่ไมตอเนื่องทางเวลา
ของ [ ]x n  จะมีคาลูเขาเสมอ  
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ภาพที่ 10.1 วงกลมหนึ่งหนวยในระนาบ z  
 

ตัวอยางที่ 10.1   จงหาผลการแปลงซีของสัญญาณ [ ] [ ]nx n a u n=   

วิธีทํา ผลการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  หาไดจากสมการ (10.1) นั่นคือ 

            ( ) [ ]{ } ( )1
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= =∑ ∑      (10.8) 

โดยจะมีคาลูเขา ก็ตอเมื่อ  

( )1
0
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n
az∞ −

=
< ∞∑  

ซ่ึงแสดงวา ROC ของ ( )X z  คือบริเวณที่ 1 1az− <  หรือ z a>  และเนื่องจาก 
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ดังนั้นจะไดวา 

                         ( ) ( )1
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− −∑                                (10.10) 

สําหรับ z a>  เพราะฉะนั้นคูการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  คือ 

                     [ ] [ ] ( ) 1

1
1

nx n a u n X z
az−

= ←⎯→ =
−

Z ,   z a>                           (10.11) 

 

ตัวอยางที่ 10.2   จงหาผลการแปลงซีของสัญญาณ [ ] [ ]1nx n a u n= − − −   

วิธีทํา ผลการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  หาไดจากสมการ (10.1) นั่นคือ 
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โดยที่ ( )X z  จะมีคาลูเขา ก็ตอเมื่อ ( )1
0

n

n
a z∞ −

=
< ∞∑  ซ่ึงแสดงวา ROC ของ ( )X z  คือบริเวณที่ 1 1a z− <  

หรือ z a<  ดังนั้นจะไดวา 

                           ( ) 1 1

1 11
1 1

zX z
a z az z a− −= − = =

− − −
                             (10.13) 

สําหรับ z a<  เพราะฉะนัน้คูการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  คือ 

                [ ] [ ] ( ) 1

11
1

nx n a u n X z
az−

= − − − ←⎯→ =
−

Z ,   z a<                            (10.14) 
 

 
เปรียบเทียบสมการ (10.11) และ (10.14) พบวาสัญญาณทั้งสองมีนิพจนพีชคณิต1 (algebraic expression) 

ของผลการแปลงซี ( )X z  เหมือนกัน แตมีคา ROC ตางกัน กลาวคือ ( )X z  ในสมการ (10.11) มี ROC คือ 
z a>  และ ( )X z  ในสมการ (10.14) มี ROC คือ z a<  ดังนั้นสรุปไดวาการแปลงซีจะตองถูกกําหนดดวย
นิพจนพีชคณิตและ ROC ของผลการแปลงซี โดยทั่วไปผลการแปลงซีจะอยูในรูปของ “ฟงกชันตรรกยะ 
(rational function)” ที่เปนฟงกชันของตัวแปร z  นั่นคือ 

      ( ) ( )
( )

N z
X z

D z
=                  (10.15) 

เมื่อ ( )N z  และ ( )D z  คือพหุนามตัวเศษและพหุนามตัวสวนของ ( )X z  นอกจากนี้คําตอบของ ( )N z  
และ ( )D z  ในระนาบ z  สามารถนํามาใชอธิบายผลการแปลงซีได โดยคําตอบของ ( )N z  จะแสดงดวย
สัญลักษณ “○ ” และคําตอบของ ( )D z  จะแสดงดวยสัญลักษณ “×” 

ในทางปฏิบัติคําตอบของพหุนามตัวเศษ ( )N z  เรียกวา “ซีโร (zero)” เพราะวาคําตอบเหลานี้จะทําให 

( ) 0X z =  ในทํานองเดียวกันคําตอบของพหุนามตัวสวน ( )D z  เรียกวา “โพล (pole)” เพราะวาคําตอบ
เหลานี้ทําให ( )X z = ∞  นอกจากนี้การแทนผลการแปลงซี ( )X z  โดยใชโพลและซีโรในระนาบ z  จะเรียก
กันวา “แผนภาพโพลซีโร (pole–zero plot)” ของ ( )X z  ดังนั้นโดยทั่วไปผลการแปลงซี ( )X z  สามารถ
กําหนดได 2 รูปแบบคือ การใชนิพจนพีชคณิตและบริเวณการลูเขา หรือการใชนิพจนพีชคณิตและแผนภาพ
โพลซีโร  

                                                            

1 นิพจนพีชคณิตของผลการแปลงซี ( )X z  หมายถึงรูปสมการคณิตศาสตรของ ( )X z  นั่นเอง 
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ภาพที่ 10.2 แผนภาพโพลซีโรและ ROC ของ ( )X z  เมื่อ 1a ≤  สําหรับ (ก) ตัวอยางที่ 10.1 และ (ข) ตัวอยางที่ 10.2 

ภาพที่ 10.2 (ก) แสดงแผนภาพโพลซีโรและ ROC ของ ( ) ( )11/ 1X z az−= −  ในสมการ (10.11) 

สําหรับ 1a ≤  โดยที่ ROC คือบริเวณที่แรเงาเปนสีเทา อยางไรก็ตามถา 1a >  แลว ROC จะไมรวมวงกลม
หนึ่งหนวย ซ่ึงหมายความวาสัญญาณ [ ] [ ]nx n a u n=  จะไมสามารถหาผลการแปลงฟูเรียรได (แตยังคงหา 
ผลการแปลงซีของ [ ]x n  ได) ในทํานองเดียวกันภาพที่ 10.2 (ข) แสดงแผนภาพโพลซีโรและ ROC ของ 

( )X z  ในสมการ (10.14) สําหรับ 1a ≤  
 

ตัวอยางที่ 10.3   จงหาผลการแปลงซีของสัญญาณ  

       [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]7 1/ 3 6 1/ 2n nx n u n u n= −                 (10.16) 

วิธีทํา ผลการแปลงซีของ [ ]x n  หาไดจากสมการ (10.1) นั่นคือ 

( ) [ ] [ ]1 17 6
3 2
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n
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=−∞
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

1 1

0 0

1 17 6
3 2

n n
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∞ ∞
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑      (10.17) 

1 1

7 6
1 11 1
3 2

z z− −
= −

− −
       (10.18) 

SCILAB:   (ภาพที่ 10.3 (ค)) 

-->z   = poly(0, 'z'); 

-->num = z*(z-3/2); 

-->den = (z-1/3)*(z-1/2); 

-->Xz  = num/den; 

-->h   = syslin('d', Xz);  

-->plzr(h);  //ภาพที่ 10.3 (ค)  
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ภาพที่ 10.3 แผนภาพโพลซีโรและ ROC ของ ( )X z  ในตัวอยางที่ 10.3 

1

1 1

31
2

1 11 1
3 2

z

z z

−

− −

−
=
⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

3
2

1 1
3 2

z z

z z

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
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                  (10.19) 

โดยที่ ( )X z  มีคาลูเขาก็ตอเมื่อผลรวมของแตละพจนในสมการ (10.17) ลูเขา นั่นคือเมื่อ ( ) 11/ 3 1z− <  และ 

( ) 11/ 2 1z− <  ซ่ึงจะไดวา 1/ 3z >  และ 1/ 2z >  ตามลําดับ เพราะฉะนั้น ROC ของ ( )X z  คือ 1/ 2z >  

(บริเวณที่ทับซอนกันของ 1/ 3z >  และ 1/ 2z > ) ภาพที่ 10.3 แสดงแผนภาพโพลซีโรและ ROC ของ ( )X z  
นอกจากนี้ผลการแปลงซีของสัญญาณ [ ]x n  ในสมการ (10.16) สามารถหาไดโดยอาศัยคุณสมบัติ 

เชิงเสน กลาวคือจากสมการ (10.11) จะไดวา 
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ดังนั้นผลการแปลงซีของ [ ]x n  ในสมการ (10.16) คือ 
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ซ่ึงมีคาเทากันกับสมการ (10.18) 




