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+,-���: ��:���) �.&-�)#����������?�2-� ��2�%3���,,����+,�4�.��q��1���� ��$�!�6� �0�	�!� ��/�
� $�#���2�%�6:�����?���"�<%C����������2�%�������?�� $�#��� .��q��1�����<%��!����,-�����������
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���+,-��/� � ����0�#��� �6� 2-�7�,	��,�����"�,��! 'ONc`bR nNa RLLeL( ���2-�7�,	��,���
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p
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2B���: 2-�7�,	��,���#�����""�,���  �������,�����B���:�6:�����?� �2-���	�$�% 'MRiRfa( �&$�  �
���2�,2$!� #�6� ���:%��������6:�����?� ��/�"-� >?:%���$%7�������).#-���,2-�7�,	��,#�����"
"�,�����:!%��0����� 'LRfRNQRL( "� �����: p
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.�3���,,����+,�4�"�<%�"$�,�"��5?%�q��1��� ��<%��<��/��	���!$� �#�� sm  ��!� �� ��5.������-+2
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�����<���:!%��0����� !%��5�,�#�� w�� 'w�� MRfeMRL( �����)#�-���:.����5�,�#��2-� ������
�����; �� n ��" ���+,-2-� �����"�	1"��� ����������; �� k ��" �,���:!+���-! ���������,����
2-� ��,������.�3���,,����+,�4����� .#- ���"��2-�7�,	��,��" 'Tws^ nNa_RLLeL LKaR( BER < 10−9
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 ��"�����:.&-.��#�� sm >?:%5���)#�,�,�	��� ��"��� (n, k) ��:��6� �#�� sm  ��!� �� ��5��:��

� "�!�#�� 'MRaRfa( 2-�7�,	��,���#�����""�,�����: ��!� ��!+ $���� (n − k) ��"

� ��-+2 'feLLRfa( 2-�7�,	��,���#�����""�,�����: ��!� ��!+ $���� (n − k)/2 ��"
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�����: ��!� ��!+ $���� 31 − 15 = 16 ��" ��� ��!� �� ��5.������-+22-�7�,	��,���#�����"
"�,�����: ��!� ��!+ $���� (31 − 15)/2 = 8 ��"

�,���1���-! 2-�,�2�%����2-��#�� w�� �6� &$!��).#-2-�7�,	��,.������-���% >?:%���$%7�
�).#-�!� �$��&6:�56�2�%�����,����2-� ��.�3���,,����+,�4��	�: ��%2?<� ��$�!�6�!%��5�,�#�� w�_
� �� ��5��:����-+22-�7�,	��,��:���,2?<���:!%��0�����+,-��$�%��"�� �"� �$!�2-�����2�%����2-��#��
w�� ���6� �)�!���"���"�	1"�� � ���!$��)�!���"���	1" �,���: 2-� ����"��:�	�: 2?<� ���< �������!$�
\��"�$!����� 'LRMhcMKca nNa(] >?:%+ $+,-��/�2-� ����:7�-.&- 'hORL( "-�%����������2-�+�.��6:�����?� �"$
����/�2-� ����: �+!-&$!�.������-+22-�7�,	��,��:!%��5�,�#�� w�� ,�%��<� ��"�$!��������).#-���,
�����A������6<���:�����,����2-� ��.��6:�����?� "�!��$�%�&$� �����:7�-.&-������2-� ��2$�!���+,- 8II
��" �����������2-� ��2$�!���+,-�	��% |I ��" �	���"-�%�#�6���6<���:+!-�)#���������"�$!�������� 8I
��" �	���C���<� ��6<���:�����,����2-� ��.��6:�����?�����A����+� 8I� ��/�"-�

�%(����46����# FZZ 8��6���	�!������813�&��$''!#�$('�)$

7�-�$��������%���!$� �)+ .����������� !�7���AA�B2�%3���,,����+,�4��?%��%.&-����2-��#��
w�� ��<%; ��:����2-��#�� w�� ���).#-���,��"�$!�����2?<� �.����� >?:%���).#-��A������6<���:���
��,����2-� ����:"-�%���.��6:�����?� ��$�%+���"� .��!� ��/����%��-! ����2-��#�� w�� ��&$!��	�: 
�!� �12�%3���,,����+,�4�+,- ,�%��:���F����"$�+���<

.#-	����B����� � ���� �6� ���� � >?:%46�%���#�� w�� ������� T >?:%(��46�%���#�� w��
5-��)#�,.#-�#�� w�� ��:���� � .&-%��  ��!� �� ��5.������-+22-�7�,	��,��:���,2?<��)�!�
8 ��" "$�2-� ��#�?:%�������: �2��, 8p ��" >?:%0��.�2-� ��#�?:%�������������+�,-!� 2-� ����:
"-�%����)�!� � ��" �����"�$!����� � ��" ,�%��<� ���� � �����,2-�7�,	��,2?<� ��"$�� 6:�  �
2-�7�,	��,���,2?<�.����� ���!$�#�6���$���� � ��" 5-��  1"�.#- �!� �$�����/�2�%2-�7�,	��,
'dLenKnNbNal ei RLLeL( .����� ����9B���������%�!��� 'nNcegNKb MNOaLNnhaNec( ���.#- qi

����!� �$�����/���:�����,2-�7�,	��,�)�!� 8 ��" 2�%���� i '� 6:� i ��$���� � #�6� T(
�	���C���<� �!� �$�����/���:���� � �����,2-�7�,	��, �� ��5#�+,-���� ��� '�
H|( ��:��6�

Pe ≈
(

16
2

)
q2
A(1 − qA)16−2 = 120q2

A(1 − qA)14 'p
�(
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5-��)#�,.#- ��"��2-�7�,	��,��" BER = Pe = 10−9 ��/���,����:3���,,����+,�4��� ��5�)%��
+,-��$�% �������F�0�	 � 6:���-� ��� 'p
�( ��-! ��+,- qA ≈ 3 × 10−6 >?:%# ���!� !$� ���� �
�����,2-�7�,	��, ��"$�� 6:� �!� �$�����/���:�����,2-�7�,	��,�)�!� 8 ��"  ��$���$���� 3 × 10−6

.��)��%�,��!��� ��6:�%��� ���� T ��/�������:+ $.&-�#�� w�� ,�%��<� ���� T �����,2-�7�,	��,
��"$�� 6:� �!� �$�����/���:�����,2-�7�,	��,�)�!� 8 ��"  ��$���$���� qB = 10−9

5-��  1"�.#- Tws .��������,�����AA�B���!�����1$ 'LKcMeg ceNOR( ��$���<� �	���C���<�
��"���$!��$��)��%�C��:�2�%��AA�B��:"-�%���"$��$��)��%�C��:�2�%��AA�B���!� 'm�s^ ON`cKb_
ae_ceNOR LKaNe( ��:����"-�%����	6:�.#-+,- Tws "� ��:�)#�, �� ��5��:���)�!B#�+,- "�!��$�%�&$�
5-�"-�%���.#-���� � ��� T ��%�%�� ��5�)%��+,-��$�% �������F�0�	 �	���C���<� ���� T '+ $
.&$�#�� w��( ��"-�% � Tws � qB = 10−9 >?:%�����,2?<�+,- ��"$�� 6:� ���� T .&- m�s � ��
�,>���� 'MT( .��)��%�,��!��� ���� � '.&-�#�� w��( �� � qA = 3 × 10−6 �	6:��).#-+,- Tws
� 10−9 ��"$�� 6:����� � .&- m�s � 8| MT '�$� m�s ��:.&-��2?<����$����$� qi + $+,-2?<���� Tws(
,�%��<� ��56�+,-!$� ���� � �� ���"�����2��� '`KNc( ��$���� H MT � 6:������������������� T >?:%
.���%�j���"� �$���"�����2�����:+,- �������.&-�#�� w�� ��< �������!$� \��"�����2�������2-��#��
'feMNc` `KNc(] ���X �H� �,���: �$���"�����2�������2-��#��.����2�% m�s ��< ��&$!��	�: \�!� 
#����$��������?� 'LRfeLMNc` MRcONal(] 2-� ��.�3���,,����+,�4�+,-

	����B���B���:��AA�B���!�#�����:���,2?<�.����� �6� ��AA�B���!��6:�����?� 'gRMNK
ceNOR( .�#��%�6� �8� +,-��$�!!$� \����,�!� �!-�%2�%����� 'aLKfP �NMaJ( �%��?:%#�?:% ����/�7�
�).#-������A���� m�s +� H MT] ,�%��<� 5?%� -!$� ���� � '.&-�#�� w��( ��"-�%��A������6<���:���
��,����2-� ��.�3���,,����+,�4�+� I� �)#�����"�$!����� �"$��6:�%��� ���� �  ���"�����2���
����2-��#�� H MT '� 6:������������� T( �).#-�� ��5�,�!� �!-�%2�%�����.�3���,,����+,�4�
2�%���� � �%��?:%#�?:%+,- >?:%��# ���!� !$� ���� � �� ���6<���:�����,����2-� ���	�: 2?<� 8II�
�	���C���<� ��"�����2����1�F���:���,������.&-�#�� w�� �6� �!� �1 'fKdKfNal( 2�%�����,����
2-� ��.�3���,,����+,�4����	�: 2?<���� �B 100% − 50% = 50% ,�%��<� �?%�� ��5��:����1�+,-!$�
���.&-�#�� w�� ��&$!��	�: �!� �12�%�����,����2-� ��+,-
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���.&-%��3���,,����+,�4�.��q��1�����	�!$� !%��5�,�#�� w�� ���)%����/������ 'NcMRdRcMRca(
���!%��"�!�#���A���9B� 'Olgneb MRaRfaeL( ��$�%+���"� �������?�9��-��!-�	�!$� ��� 5-�
������.#-!%��5�,�#�� w�� ���!%��"�!�#���A���9B��� ��5�)%���$! ���+,- ������F�0�	
�! 2�%������:+,-�����	�: 2?<���$�% �� ,�%��<� ��!��- ���.&-%���#�� w�� .�����" �������
��� !�7���AA�B2�%3���,,����+,�4�

������)���������.&-%���$! �����#!$�% !%��5�,�#�� w�� ���!%��"�!�#���A���9B� �
.&-%�����%��<�  ��!� ��/�+�+,-��% �,��#�� w�� ��:���) �.&-����#�6�+�����#�� sm +,-��$ �#��
vZ[� 'be�_MRcONal dKLNal_fJRfP( ��p� #�6��#��������� 'ahLne feMR( ��W� ��/�"-�

/���� &�����	
�("�$��%��4"�

�,���:!+� �#�� �,���&�� 'geMhbKaNec feMR( ���)#�-���:.������,�������!� 7�,�	�<�� 'MNOaeLaNec(
2�%&$�%��AA�B �����AA�B���!�"$�%; ��:���,2?<���#!$�%����$%��AA�B �)#���.��������
����?�� $�#��� 'gK`cRaNf LRfeLMNc` OlOaRg( �#�� �,���&�����)#�-���:+,-#���; ��� +,-��$ �).#-
�$!�������+44�������"�%# ,+� '#�6��).#-�#�6��-����:�1,(X &$$!������1B� ��"�2�%��AA�B
.#-�# ��� ���&$�%��AA�B �	6:��).#-��AA�B��:�$%+� ��!� 7�,�	�<���-����:�1,X &$!��	�: ����#$�%
2�% \��"����:���5��� 'aLKcONaNec nNa(] ��:���2����%+�.��6:�����?�X ���&$!��,7������2�%���
������,��#!$�%��A���9B� 'VmV^ NcaRLOlgneb NcaRLiRLRcfR( ��/�"-�

�#�� �,���&����:��� .&-�����:!+�.�3���,,����+,�4� �6� �#�� svv 'Lhc_bRc`aJ bNgNaRM( ����
>?:%��/��#����:�)#�-���:.�����)#�,�)�!�2�%��"����:���5��� ��" \I] �����" \8] '"� ������
2�% �s�V( ��:����%"�,���.��),��2-� ����:"-�%������2����%+�.��6:�����?� �,���:!+� �#�� svv ��
5���)#�,,-!�	��� ��"��� k/n (d, k) � 6:�

� 	��� ��"��� k �6� �)�!����	1"��"��:���)����2-��#�� 8 ���<%

� 	��� ��"��� n �6� �)�!����"�	1"��"��:+,-�������2-��#�� 8 ���<% '��"���#�� � k/n(

� 	��� ��"��� d �6� ��2�)�!��"� >?:%�)#�,�)�!�2�%��" I ��:�-����:�1, ��:���$��#!$�%��" 8




