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Outline
ความน่าจะเป็นและปริภูมิตัวอย่าง

ตัวเเปรสุ่ม
ค่าเฉลี่ยเอนเซมเบิล

โมเมนต์

ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นแบบเกาส์เซียน

กระบวนการสุ่ม
ค่าเฉลี่ยเเละฟังก์ชันอัตสหสัมพันธ์

สเตชันเนรี

อัตสหสัมพันธ์ของกระบวนการสุ่มสเตชันเนรีเเบบไวด์เซนส์

กระบวนการเออร์กอดิก

ความหนาเเน่นสเปกตรัมกําลัง

ความสัมพันธ์ระหวา่งกระบวนการสุ่มเเละระบบ LTI

สัญญาณรบกวนในระบบสื่อสาร
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ความน่าจะเป็นและปรภิมูติวัอยา่ง
พิจารณาเหตุการณ์การโยนเหรียญบาทซึ่งผลลัพธท์ี่ได้มี 2 แบบคือ 

nH = หัว (head) 
nT = ก้อย (tail)
N = จํานวนครัง้ที่ทาํการโยนเหรียญบาท

ถ้าเหรียญบาทที่ใช้ไม่มีการถ่วงนํ้าหนัก ⇒ ความน่าจะเป็น (probability) ที่จะ
ได้ผลลัพธ์เป็น “หัว” หรือ “ก้อย” มีค่าเท่ากัน

ปริภูมิตัวอยา่ง (sample space) ⇒ เซตของผลลัพธ์ที่เป็นไปได้ทัง้หมดที่ได้
จากการทดลอง
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เซตย่อย (subset) ของปริภูมิตัวอย่างจะเรียกว่าเหตุการณ ์(event) และ
สมาชิกแตล่ะตัวในเหตุการณ์เรียกว่าเหตุการณม์ูลฐาน (elementary event)
กฎความน่าจะเป็น
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Example
พิจารณาสถานีฐาน (base station) ได้รับกลุ่มข้อมูล (data packet) ที่ส่งมา
จากดาวเทียม 1 และ 2 เพื่อใช้ประมวลผลในขัน้ต่อไป กําหนดให้กลุ่มข้อมูลที่
สถานีฐานได้รับทัง้หมดมาจากดาวเทียม 1 และ 2 เท่ากับ 40% และ 60% 
ตามลําดับ โดยสมมตุิว่ากลุ่มข้อมูลที่ส่งมาจากดาวเทียม 1 มีข้อผิดพลาด
(error) 5% และกลุ่มข้อมูลที่ส่งมาจากดาวเทียม 2 มีข้อผิดพลาด 3% ดังนั้น
ถ้าทําการสุ่มกลุ่มข้อมูลมาหนึ่งกลุ่มแล้วพบว่ามีข้อผดิพลาด จงหาค่าความ
น่าจะเป็นที่กลุ่มข้อมูลนั้นถูกสง่มาจากดาวเทียม 1

A คือเหตุการณ์ที่สุ่มเลือกกลุ่มข้อมูลมาแล้วพบว่ามีข้อผิดพลาด 

Bi คือเหตุการณ์ที่กลุ่มข้อมูลนั้นถูกส่งมาจากดาวเทียม i ∈ {1, 2} 
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ดังนั้นถ้าทําการสุ่มกลุ่มข้อมูลมาหนึ่งกลุ่มแล้วพบว่ามีข้อผดิพลาด ความน่าจะ
เป็นที่กลุ่มข้อมูลนั้นถูกสง่มาจากดาวเทียม 1 มีค่าเท่ากับ
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ตวัเเปรสุม่
ตัวแปรสุ่ม (random variable) คือฟังก์ชันที่กําหนดค่าจํานวนจริงให้กับแต่ละ
ผลลัพธ์ในปริภูมิตัวอยา่งของการทดลองสุ่ม โดยจะใช้สัญลักษณ์ X(A) แทน
ตัวแปรสุ่มของเหตุการณ์ A
การโยนเหรียญบาทหนึ่งครัง้ ⇒ ผลลัพธ์ 1 (แทน “หัว”) และ –1 (แทน “ก้อย”) 
ดังนั้นจะได้ X(A) ∈ {–1, 1}
การทอดลูกเต๋าหนึ่งครัง้ ⇒ ผลลัพธ์ 1, 2, 3, 4, 5 และ 6 
ดังนั้นจะได้ X(A) ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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ฟังกช์นัการแจกแจงสะสม
ในทางปฏิบัติค่าความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มจะถูกกําหนดโดยตรง (แทนที่จะ
กําหนดให้กับเหตุการณ์ในปริภูมิตัวอย่าง) ในรูปของฟังก์ชันการแจกแจง
สะสม (cumulative distribution function)

คือความน่าจะเป็นที่ตัวแปรสุ่ม X มีค่าน้อยกวา่หรือเท่ากับจํานวนจริง x

Property:
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ฟังกช์นัความหนาแน่นความน่าจะเป็น
อนุพันธ ์(derivative) ของฟังก์ชันการแจกแจงสะสมมีค่าเท่ากับฟังก์ชันความ
หนาแน่นความน่าจะเป็น (pdf: probability density function)

Property
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Example
กําหนดให้ตัวแปรสุ่ม X คือเวลาที่ใช้ในการส่งข่าวสารผ่านช่องสัญญาณ โดยที่ 
X เป็นตัวแปรสุ่มเลขชีก้ําลังที่มีฟังก์ชนัความน่าจะเป็นเท่ากับ  

เมื่อ x > 0 เป็นเลขจํานวนจริง และ λ คือค่าคงตัว จงคํานวณหา
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ตวัแปรสุม่วยิตุ
ฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็น (probability mass function)

ฟังก์ชันการแจกแจงสะสม

Ex: การทดลองการโยนเหรียญบาทหนึ่งเหรียญ
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ฟังกช์นัของตวัเเปรสุม่
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Example
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ตวัเเปรสุม่หลายตวั
กําหนดให้ X และ Y เป็นตัวแปรสุ่มในปริภูมิตัวอยา่ง ดังนั้นฟังก์ชันการแจก
แจงสะสมร่วม (joint cumulative distribution function) นิยามโดย

Property
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ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วม (joint pdf) 

Property
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ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นแบบมีเงื่อนไข (conditional pdf) 
ของตัวแปรสุ่ม X เมื่อกําหนดตัวแปรสุ่ม Y = y มาให้ 
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คา่เฉลีย่เอนเซมเบลิ
ในทางปฏิบัติบางครัง้ไม่มีความจําเป็นตอ้งคํานวณหาค่าที่แน่นอนของฟังก์ชัน
ความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่ม ถ้าทราบพฤติกรรมเชิงเฉลี่ยที่เรียกว่าค่าเฉลี่ย
ทางสถิติ (statistic average) ของตัวแปรสุ่มสําหรับเหตุการณ์นั้น 
อยู่ในรูปของค่าคาดหมาย (expected value) 
ค่าเฉลี่ยทางสถิติของตัวแปรสุ่ม ⇒ ค่าเฉลี่ยเอนเซมเบิล (ensemble average)
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Ex: ค่าเฉลี่ยของเหตุการณ์การโยนเหรียญบาทที่ไม่มีการถ่วงนํ้าหนักคือ
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โมเมนต์
โมเมนต์ (moment) หรือค่าเฉลี่ยทางสถิตลําดับที่ n ของการแจกแจงความ
น่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มต่อเนื่อง X นิยามโดย

Property
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โมเมนต์ศูนยก์ลาง (central moment) ลําดับที่ n

โมเมนต์ศูนย์กลางลําดับที่สอง ⇒ ความแปรปรวน (variance)

Property 
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Example
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ความสมัพันธร์ะหวา่งตวัเเปรสุม่

สหสัมพันธ์ (correlation)

ความแปรปรวนร่วมเกี่ยว (covariance) 
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สัมประสิทธิส์หสัมพันธ์ (correlation coefficient)

ตัวแปรสุ่ม X และ Y มีลักษณะเชิงตัง้ฉาก (orthogonal)  

ตัวแปรสุ่ม X และ Y ไม่มีสหสัมพันธ์ (uncorrelated) ต่อกัน

ตัวแปรสุ่ม X และ Y เป็นอิสระเชิงสถิติต่อกัน  
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PDF แบบเกาสเ์ซยีน
นิยมใช้งานมากสาํหรับการวิเคราะห์ระบบสื่อสาร เพราะพฤติกรรมของตัวแปร
สุ่มเกาส์เซียนมีลักษณะคล้ายกับข้อมูลที่พบในระบบสื่อสาร เช่น สัญญาณ
ข้อมูล และสัญญาณรบกวน เป็นต้น 
ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นแบบปรกติ (normal pdf)

การแจกแจงปรกติแบบมาตรฐาน (standard normal distribution) ⇒
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Ex: สัญญาณรบกวนเชิงความร้อน (thermal noise) 
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( )
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22

∞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫
x

v
Q x dv

π

ตารางค้นหา
(look-up table) 
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ตวัเเปรสุม่วยิตุทีน่่าสนใจ
ตัวเเปรสุ่มเบอร์นูลลี

การทดลองสุ่มที่มีผลลัพธจ์ากการทดลองได้เพียงสองแบบคือ ความสําเร็จ 
(success) และความล้มเหลว (failure) เช่น การโยนเหรียญหนึ่งบาทครัง้
ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น

ค่าเฉลี่ยและความแปรปรวน
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ตัวเเปรสุ่มทวินาม
พิจารณาการทดลองสุ่มที่ทําซํา้กัน n ครัง้อย่างเป็นอิสระต่อกัน และการ
ทดลองแต่ละครัง้มีผลลัพธ์ที่จําแนกได้สองแบบคือ ความสําเร็จและความ
ล้มเหลว 
พบมากในงานทดลองที่มีผลลัพธ์เพียงสองแบบเท่านั้น เช่น หัว/ก้อย, บิตที่ถูก/บิต
ที่ผิด, หรือชิน้ส่วนที่ดี/ชิน้ส่วนที่บกพร่อง เป็นต้น

ถ้าให้ Y คือจํานวนครัง้ที่เหตุการณ์ A เกิดขึน้ภายในการทดลอง n ครัง้
ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น

ค่าเฉลี่ยและความแปรปรวน 

31
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Example
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 วิธีทํา
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กระบวนการสุม่
กระบวนการสุ่ม (random process) X(A, t) พิจารณาได้ว่าเป็นฟังก์ชนัของ
ตัวแปรสุ่มสองตัวคือ ตัวแปรสุ่มของเหตุการณ์ A และตัวแปรสุ่มของเวลา t

34

( ) ( )1 1,X A t X t=

( ) ( )2 2,X A t X t=

( ) ( )3 3,X A t X t=

( ) ( ),
n n

X A t X t=

kt
t

An = เหตุการณ์ในการเปิด
เครื่องกําเนิดแรงดันไฟฟ้าครัง้ที่ n

ใช้สัญลักษณ์ X(t) แทน
กระบวนการสุ่ม X(A, t)
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คา่เฉลีย่เเละฟังกช์นัอตัสหสมัพันธ์
ค่าเฉลี่ย (mean) ของกระบวนการสุ่ม X(t) ที่เวลา t = tk

ฟังก์ชันอัตสหสมัพันธ์

อัตความแปรปรวนร่วมเกี่ยว (auto-covariance)

ค่าสัมประสิทธิส์หสัมพันธ์

35

( ) ( ) ( )
kX k k Xm t E X t xp x dx
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1 2
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1 1 2 2

,
,

, ,
X

X

X X

C t t
t t

C t t C t t
ρ =

หมายเหตุ
กระบวนการสุ่ม 2 กระบวนการที่ตา่งกัน
อาจมีค่าเฉลี่ย ฟังก์ชันอัตสหสัมพันธ์ 
และฟังก์ชันอัตความแปรปรวนรว่มเกี่ยว 
เหมือนกันได้
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สเตชนัเนรี
สเตชันเนรีแบบสตริกเซนส์ (SSS: strict-sense sta-tionary) ⇒ ค่าทางสถิติ
ทุกอันดับของกระบวนการสุ่มไม่ขึน้กับเวลา 
ในทางปฏบิัติระบบสื่อสารส่วนมากไมม่ีคุณสมบัติสเตชันเนรีแบบสตริกเซนส์ 

สเตชันเนรีแบบไวด์เซนส์ (WSS: wide-sense stationary) ⇒ ค่าทางสถิติ
เฉพาะอันดับที่หนึ่งและอันดับที่สองของกระบวนการสุ่มนั้นไม่ขึน้กับเวลา

37

( ) ( )X XE X t m t m⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2,X X XR t t R t t R E X t X tτ τ⎡ ⎤= − = = +⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2t tτ = − คือผลต่างของเวลา 

WSS ∈ SSS  
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อตัสหสมัพันธข์องกระบวนการสุม่ WSS
ฟังก์ชันอัตสหสมัพันธจ์ะใช้เป็นตวัวัดความสุ่มของกระบวนการสุ่ม
เป็นฟังก์ชันของผลต่างของเวลา เท่านั้น
สําหรับกระบวนการสุ่ม WSS ที่มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์ ฟังก์ชันอัตสหสัมพันธ์ยัง
บอกให้ทราบถึงผลตอบสนองเชิงความถี่ที่เกี่ยวข้องกับกระบวนการสุ่มด้วย

Property  
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1 2t tτ = −
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 วิธีทํา



โปรแกรมวิศวกรรมโทรคมนาคมรศ.ดร.ปิยะ โควินท์ทวีวัฒน์ 40



โปรแกรมวิศวกรรมโทรคมนาคมรศ.ดร.ปิยะ โควินท์ทวีวัฒน์

กระบวนการเออรก์อดกิ
การหาค่าเฉลี่ยและฟังก์ชันอัตสหสมัพันธข์องกระบวนการสุ่มตอ้งอาศัย joint 
pdf อันดับที่หนึ่งและอันดับที่สอง ซึ่งหาได้ยากในหลายๆ งานประยุกต์
กระบวนการเออร์กอดิก (ergodic) มีคุณสมบัติเฉพาะคือ 
ค่าเฉลี่ยทางเวลา = ค่าเฉลี่ยเอนเซมเบิล 
คุณสมบัติทางสถิติของกระบวนการสามารถถูกกําหนดได้ด้วยการหาค่าเฉลี่ยทาง
เวลาของฟังก์ชันตัวอย่าง (sample function) เพียงฟังก์ชันเดียว

กระบวนการสุ่ม X(t) เป็น
เออร์กอดิกเชิงค่าเฉลี่ย ก็ต่อเมื่อ

เออร์กอดิกเชิงฟังกช์ันอัตสหสัมพันธ์ ก็ต่อเมื่อ

41

( ) ( )1lim
2→∞ −

= = ∫
T

X
T T

m X t X t dt
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1lim
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T

X
T T

R X t X t X t X t dt
T

τ τ τ
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42



โปรแกรมวิศวกรรมโทรคมนาคมรศ.ดร.ปิยะ โควินท์ทวีวัฒน์ 43



โปรแกรมวิศวกรรมโทรคมนาคมรศ.ดร.ปิยะ โควินท์ทวีวัฒน์

ความหนาเเน่นสเปกตรัมกําลงั
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ความหนาเเน่นสเปกตรัมกําลังของกระบวนการสุ่ม X(t) นิยามโดย

GX(f) มีค่าเท่ากับผลการแปลงฟูเรียร์ของฟังก์ชันอัตสหสมัพันธ ์RX(τ)

Property 
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( ) ( )
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∞
−

−∞

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫F

(ดูตัวอย่างที่ 3.13 และ 3.14 ในหนังสือ)
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ความสมัพันธร์ะหวา่งกระบวนการสุม่เเละระบบ LTI
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สญัญาณรบกวนในระบบสือ่สาร
สัญญาณรบกวนเป็นสิ่งที่ระบบไม่ต้องการ เพราะจะไปขัดขวางความสามารถ
ของวงจรภาครับในการตรวจหาและถอดรหัสข้อมูล
สัญญาณรบกวนสีขาว (white noise) 
กระบวนการสุ่ม W(t) ที่ไม่มีสหสัมพันธ์กัน
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สัญญาณรบกวนสีขาวมีผลกระทบต่อระบบสื่อสารในทุกแถบความถี่
กําลังของสัญญาณรบกวนมีค่าเป็นอนันต์ 
จึงเป็นเหตุผลว่าทําไมวงจรภาครบัของจงึต้องใช้วงจรกรองผ่านตํ่า (low-pass 
filter) เพื่อทําให้กําลังของสัญญาณรบกวนมีค่าจาํกัด

สัญญาณรบกวนแบบสี (colored noise)
สัญญาณรบกวนแบบสีคือกระบวนการสุ่ม V(t) ที่มีสหสัมพันธ์กัน
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Example
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วิธีทํา
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*** END


